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К АНАЛИЗУ АВТОКОЛЕБАНИЙ МОДЕЛИ КОЛЕСНОГО ТРАНСПОРТНОГО СРЕДСТВА 
ПРИ ДВИЖЕНИИ ПО ПРЯМОЛИНЕЙНОМУ УЧАСТКУ ПУТЕПРОВОДА 

 

Проведен приближенный анализ амплитуд автоколебаний модели «одноколесного» 

транспортного средства при движении по прямолинейному участку путепровода. Получена 

диаграмма амплитуд автоколебаний системы при изменении параметра продольной скорости 

движения экипажа, позволяющая оценить влияние конструктивных параметров системы на 

границе колебательной неустойчивости и величину амплитуд возникающих автоколебаний. 

Предложенный выбор параметров поперечной жесткости направляющего колесного модуля по 

этой методике согласуется с ранее полученными результатами исследований. 

Ключевые слова: колесное транспортное средство; тележка; направляющий колесный 

модуль; жесткость; автоколебания. 

 

Постановка проблемы в общем виде. Последнее время увеличилось количество транспортных 

средств на автомагистралях Украины. В городах-миллионниках создаются «пробки» в часы пик. Для 

решения данной проблемы возможно привлечение альтернативного вида транспорта, одним из которых 

является монорельс. К преимуществам монорельсового транспорта можно отнести: компактность, 

стоимость внедрения, безопасность движения пассажиров. В конце ХХ века в Украине было 

зафиксировано несколько попыток реализации данного вида транспорта, но они не увенчались успехом, 

так как в то время бурно развивалась сеть метрополитена, и количество автомобилей на улицах была 

значительно ниже [1, 2]. 

Анализ последних исследований и публикаций. Существует несколько видов монорельсового 

транспорта, которые классифицируют по способу подвеса вагонов. Практический интерес вызывает 

монорельс с опорной системой «Alweg» [3, 4]. В [5, 6, 7] были рассмотрены конструктивные особенности 

монорельсового экипажа, перемещающегося на пневматических шинах. Структурной единицей 

монорельсового вагона является тележка, которая перемещается на четырех несущих колесах. 

Безопасность ее движения (исключение схождения или опрокидывания) относительно путепровода 

обеспечивается направляющими колесами. Математическая модель движения колесного транспортного 

средства (КТС) рассмотрена в [8, 9], где учитывалось влияние сил и моментов увода, возникающих в 

пятне контакта несущего колеса с дорожным покрытием; упругих сил и моментов, порождаемых 

направляющими колесами; рассмотрено прямолинейное движение и перемещение  по переходным 

кривым путепровода. Анализ явления автоколебаний в этих работах не рассматривался, исследование 

ограничивалось установлением факта устойчивости или неустойчивости по линейному приближению 

[8]. В [10, 11] освещается вопрос автоколебаний рельсовых и колесных экипажей, подход к которому 

развивается и в данной работе. 

Целью работы является приближенный анализ амплитуд автоколебаний модели тележки 

монорельсового вагона, которая имеет одно сведенное несущее колесо и систему направляющих колес, 

предназначенных для стабилизации движения. Данное исследование позволит провести рациональный 

выбор конструктивных параметров системы, обеспечивающий безопасность границы интервала 

устойчивости по параметру продольной скорости. 

Изложение основного материала исследования. Тележка КТС перемещается на пневматических 

шинах, которые выполняют функции несущих 1 и направляющих колес 2 (рис. 1).  

Исходная система уравнений движения (1) «одноколесного» транспортного средства по 

прямолинейному участку направляющего путепровода записана относительно инерциальной системы 

координат, которая движется с постоянной скоростью v  вдоль осевой линии путепровода.  
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Рис. 1. Схема тележки КТС: 1 – несущие колеса, 2 – направляющие колеса 

 

Модель имеет две степени свободы: y  – поперечное смещение центра масс системы относительно 

осевой линии; ψ  – угол рыскания продольной оси симметрии модели относительно осевой линии. 

Поперечная упругая сила уY  и упругий момент уМ , порождаемые направляющим модулем со 

стороны путепровода, соответствуют предположениям, принятым в [5–7], сила и момент соответственно 

( )1h y t⋅ &  и ( )h tψ⋅ &  – демпфирующие характеристики направляющего модуля. 

Система состоит из двух уравнений: первое – уравнение вращательного движения относительно 

центральной вертикальной оси инерции модели ( J  – соответствующий осевой момент инерции экипажа, 

( )M δ – момент увода, зависящий от угла увода сведенного несущего колеса), а второе – уравнение 

движения центра инерции модели в поперечном направлении (m – масса экипажа, ( )Y δ  – сила увода 

сведенного несущего колеса):  

( ) ( ) ( ) 0yJ t M h t M⋅ψ + + ⋅ψ + δ =&& & , (1) 

( ) ( ) ( )1 0ym y t Y h y t Y⋅ + + ⋅ + δ =&& & . (2) 

где m, J – масса и момент инерции тележки; 

δ  – угол увода сведенного несущего колеса тележки; 

·уY yχ= , 1·уМ χ ψ=  – упругая сила и упругий момент соответственно; 

χ  – коэффициент боковой жесткости системы; 

1χ  – коэффициент крутильной жесткости системы; 

1h  – параметр демпфирования в поперечном направлении; 

h  – параметр демпфирования относительно вертикальной оси. 

Угол увода сведенного несущего колеса имеет вид: 

( )y t

v
δ = ψ +

&
. (3) 

При линейном анализе используются следующие выражения для определения силы и момента увода: 

1( )Y kδ = δ , 1( )M δ = σ δ . (4) 

где k1 – коэффициент сопротивления уводу; 

1σ – коэффициент, определяемый эмпирически. 

Аппроксимация нелинейных зависимостей сил и моментов увода могут быть представлены в виде 

(5), где коэффициенты iσ  определяются эмпирически: 

( ) ( )( )( )2

1 1 1/ 1 /Y k k Nδ = ⋅δ + ⋅δ ϕ⋅
 
 
  ,

 

( ) ( )4 2

1 2 3/ 1M δ = σ δ σ δ + σ δ + . 

(5) 

где ϕ  – коэффициент трения колеса в поперечном направлении; 

1N  – нагрузка на приведенное колесо тележки. 

Предполагая, что в системе существует одночастотный режим колебаний, для фазовых переменных 

должны выполняться следующие соотношения [12]: 

( )0 siny p t= ψ +ϕ ; ( )0 0sint tψ = ω +ϕ ; ( )sina tδ = ω , (6) 
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где 0 0,  ,  p t a  – неизвестные значения амплитуд, 

ω  – круговая частота,  

0,  ϕ ϕ
 
– рассогласование по фазе (всего шесть неизвестных).  

Определяющим параметром величины угла увода δ , является амплитуда а, относительно которой 

будет разрешена система. Для определения неизвестных значений амплитуд можно получить шесть 

конечных уравнений, которые порождаются исходной системой уравнений движения при подстановке в 

них решений вида (6) и, рассматривая их в моменты времени · 2 ·t kω π=  и ( )· 2 1 · / 2t kω π= + . 

Так, из первого уравнения, соответствующего определению угла увода:  

( ) 0v v y tδ − ψ − =& , (7) 

получим два уравнения:  

для  t = 0: 

0 0 0v t s p c− ⋅ − ⋅ω = , (8) 

для  · / 2tω π= : 

0 0 0v a v t c p s⋅ − ⋅ + ⋅ω = , (9) 

в последних уравнениях введены новые комбинированные неизвестные в виде произведения амплитуды 

некоторой фазовой переменной на sin или cos ее начальной фазы, так ( )0 0 0·t s t sin ϕ= , ( )0 0 0·t c t cos ϕ= , 

( )0 0·p s p sin ϕ= , ( )0 0· .p c p cos ϕ=  

После исключения части неизвестных, система шести уравнений сводится к двум полиномам 

относительно круговой частоты ω  и амплитуды а по углу увода.  

pol1: 

( )( )
( )

6 2 2 2 4

1

2 2 2 2

1 1 1 1 1

2

(a) ( ) 1 ( ) 2 ( )

m aJ mM a J aJ mah maJ

ah mM M a J h hM a ma aJ M a a

− ω + + χ − + χ ω +

+ χ − χ −χ + − χ − χ χ ×ω + χ χ + χ χ
, (10) 

pol2: 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

42 2 2 2
1 1 1 1 1 1

2 2 2

1 1 1 1 1

2 2

( ) ( )

h vaJ Y a J mhvM a h vM a J h vah h vaJ Y a h Y a J

hvM a h vM a h va Y a

+ ω + − + − χ + − χ ×

×ω − χ + χ + χ + χ
. 

(11) 

Исключение круговой частоты ω  может быть выполнено на основе нахождения результанта двух 

полиномов, что приводит к выражению, определяющему неявную зависимость амплитуды 

автоколебаний по углу увода от параметра скорости и других характерных параметров исходной 

системы, которую будем называть амплитудной кривой RR:    

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1

2 2 2 3 2 3 2

1 1 1 1

3 2 2 3 3 3 3 3 3 3 3 2 2 3 2 3 2 3

1 1 1 1 1

2

2 2 2 2 3 3

1 1 1

2 2 2 2 3 2 2 2 3 2

1

1

2 2 2

1

1 1

2 2

2 3 ( )

2

a hh v a hh m v

a h h mv

RR JY a a hmv J M a Y a a h

a h h mv Ja hh v Ja h h v J a

v Ja hh mv

Y a a h

hh v

JY a a h h v M a ahh m v M a a h h mv J

h mv JY

a h

a

M a h

⋅ χ − χ −

− χ − χ − χ − χ − χ −

− χ − − −

= χ χ + χ + χ χ −

− χ −

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

3 3

2 2 3 2 3 2

1 1 1

2 2 2 2 2

1 1 1

3 22 2 2 3 2

1 1 1

2 2 2 22 2 2

1 1 1

2 2 2 2

2 2

3 2

v

M a a hh m v JM a a hh mv JM a Y a a hmv

JY a ahh v M a Y a ahm v JM a Y a ahh v

M a Y a ah h mv JY a h Y a a h mv JM a Y a mv

JM a Y a hh v Y a ah mv JY a a h v JM a Y a h mv

Y a a hm v JM a Y a ah mv

−

− χ + χ + χ −

− χ − χ − −

− − χ − χ − χ −

− − χ − χ − −

− χ − χ ( ) ( )
( )

22 2

1

2 2 2 2

J M a Y a v

J Y a a hv

χ + χ −

− χ

. (12) 

Принимаем числовые значения конструктивных параметров: N1 = 50000 Н; R2 = 0,18 м; kk1 = 8,54; k1 = 

kk1∙N1; J = 2500 кг•м2; h = 700 м•Нс; χ1 = 140000 Нм; m = 5000 кг; h1 = 800 Нс/м; χ = 320000 Н/м; 1σ  
= 

2N1·R2·kk1/9; ϕ
 
= 0,8.  

Из выражения RR получим полином относительно продольной скорости движения, его 

положительные корни (v > 0 по физическому смыслу) определяют интервал колебательной 

неустойчивости системы по параметру скорости: 39.3959, 302.5192. 
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Дополнительный сравнительный анализ зон колебательной неустойчивости проведем независимо на 

основе критерия Рауса–Гурвица. 

Лямбда-матрица, соответствующая системе (1), характеристическое уравнение и его коэффициенты 

имеют следующий вид: 

2 1
1 1

2 1
1 1

J h
v

k
k m h

v

σ λ 
λ + λ +χ +σ 

 
λ 

λ + λ +χ + 
 

, (13) 

( ) ( )( )
( )

3

1 14 2

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1

0

Jk hmv Jh v
Jm mv hk mv hh v J v

v v

h v k h v h v v v

v v

+ + λ
λ + + χ + +σ + + χ λ +

σ +χ + χ + χ λ σ χ +χ χ
+ + =

, (14) 

0A Jm= , 1
1 1

k
A hm J h

v

 
= + + 

 
, ( ) 1

2 1 1 1

k
A m h h J

v

 
= χ + σ + + + χ 

 
, 

1 1 1 1 1 1
3

h v k h v h v
A

v

χ + χ + σ + χ
= , ( )4 1 1A = χ +σ χ . 

(15) 

Из чего следует, что необходимые условия устойчивости выполнены (все Ai > 0), условие Рауса–

Гурвица, отвечающее за колебательную потерю устойчивости, имеет вид:  
2 2

3 1 2 3 0 3 1 4 0G A A A A A A A= − − > . (16) 

При выбранном наборе числовых значений параметров, корни уравнения G3 = 0 совпадают с 

корнями, найденными ранее: 

( ) ( ) ( ) 1337.80 · –  39.39 · –  302.51 0v v v+ = . (17) 

Изменение знака выражения G3 при скорости, отвечающей меньшему положительному корню, 

указывают на колебательную неустойчивость в интервале  39,39 м/с < v < 302,51 м/с: 

3 39.3
0

v
G

=
> , 3 39.4

0
v

G
=

< . 

Таким образом, зоне колебательной неустойчивости соответствует область 39,4 м/с < v < 302,5 м/с, 

учитывая, что интервал эксплуатационной скорости не превышает 30 м/с, это допустимо.  

При построении амплитудной диаграммы (рис. 2) использовались фиксированные числовые 

значения конструктивных параметров, приведенные выше. Последующие диаграммы соответствуют 

варьированию одного из параметров χ, χ1, h и h1.  

Получена амплитудная диаграмма, которая «стартует» из левой границы колебательной 

неустойчивости. Амплитуда по углу увода резко растет при  закритических скоростях, достигая 

максимального значения порядка 3°  (рис. 2). 

Параметры жесткости и демпфирования, приведенные выше, отвечают требованию сохранения 

области устойчивости (до 30 м/с) при изменении параметра загрузки (массы системы) и изменяющегося 

параметра осевого момента инерции (его предполагаемое максимальное значение отвечает  2500 кг•м2).  

Далее проиллюстрируем вариации параметров жесткости и демпфирования, указывающие на 

обоснованность выбранных выше значений. 

Для параметра жесткости χ = 350000 Н/м, интервал устойчивости менее 19 м/с: 18.5807, 185.1813, 

характер амплитудной кривой при этом изменился незначительно (рис. 3). 
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Рис. 2. Амплитудная диаграмма зависимости угла увода  

от продольной скорости при 320000χ =  Н/м 
 

 
Рис. 3. Амплитудная диаграмма зависимости угла увода  

от продольной скорости при 350000χ =  Н/м 

 

Для параметра жесткости χ1 = 120000 интервал устойчивости составил 13 м/с: 13.0267, 165.5375. 

 
Рис. 4. Амплитудная диаграмма зависимости угла увода от продольной скорости при 

1 120000χ = Нм 

а, рад. 

V, м/с 

а, рад. 

а, рад 

V, м/с 

V, м/с 
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Характер амплитудной кривой также изменился незначительно (рис. 4). Увеличение параметра χχ1 

более 140000 Нм приводит к стабилизации (увеличению области устойчивости по параметру скорости 

движения), однако параметр χ1 и χχ связаны между собой конструктивно через базу колесного 

направляющего модуля, что дает возможность сделать более рациональный его выбор. 

При уменьшении параметра демпфирования  h = 600 мНс интервал устойчивости несколько меньше 

30 м/с: 29.2947, 436.9079. 

 

 
Рис. 5. Амплитудная диаграмма зависимости угла увода  

от продольной скорости при h = 600 мНс 

 

При уменьшении параметра демпфирования h1 = 700 Нс/м интервал устойчивости уменьшается 

незначительно, примерно до 38 м/с: 37.8623, 342.8476, сохраняя общий характер амплитудной 

диаграммы. 

Выводы. Доказан предложенный выбор конструктивных параметров системы, которые позволяют 

обеспечить устойчивое движение в интервалах эксплуатационной скорости (максимальная 

конструктивная скорость V = 140 км/ч), при этом обеспечивается безопасность потери устойчивости при 

превышении скорости этой границы. Амплитуда автоколебаний, при превышении критического 

значения параметра скорости, возрастает монотонно и не превышает 3° при V = 280 км/ч. 
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